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XXV. 


SULLE FUNZIONI DI IPERSPAZÎ E SUI LORO PARAMETRI 
DIFFERENZIALI 


« Rend. Accad. dei Lincei», ser. IV, vol. V,, 1889; , pp. 630-640. 


1. Nella Memoria Sulla teoria generale dei parametri differenziali ® 
il prof. BELTRAMI ha esteso il teorema di GREEN al caso degli iperspazî. 
Questo teorema può enunciarsi nella maniera seguente: 
Siano | fr, Pa Pn ;' di da: <P delle funzioni di x,,4---%, che 
soddisfano le relazioni 


PPE N OPE dc ML 
CE 7 ? ue A 
SERI. 3 È OP ; IP’ 
tali cioè che si abbia p; = ERA de EAT AA 
1 î 


Sia S, uno spazio ad 7 dimensioni entro cui le P , P’, ; , 9; sono mono- 
drome finite e continue insieme alle loro derivate. Denotiamo con S,_; il 
contorno di S,, con y la normale ad Sp, diretta verso l’interno di S,. 
Avremo 


Ta di pi dSn -fp Zi cos (vr;) dSn —: + [P PRE i 
Sn Sn—1 S 


n n 
-|r 2, di: cos Ui) dS +r È, i dSn. 
n_-I Sn 

Si può osservare ora che quando si passa dallo spazio a due o a tre 
dimensioni ad uno spazio ad x dimensioni possono ottenersi, come estensione 
del teorema di GREEN, oltre che il teorema citato, anche altri (di cui daremo 
in appresso ($ 4) l’interpretazione riferendoci alle funzioni d’iperspazî) i 

quali possono comprendersi nei due seguenti: 
TEOREMA 1°.`— Siano pi,...i, e pii, tali che soddisfino le condizioni 


r+i +1 


e. $i la 
I 


à al 
n CEDA CEFE 


(1) «Mem. dell’Acc. delle Sc. dell’Ist. di Bologna », ser. 2%, t. VIII (1868); «Opere 
mat. », t. II, Milano, Hoepli, 1911; pp. 74-118. 
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Potremo allora ©) porre 


aut "or 


dia 1 A E Ley sa 
Fis i Xis 


Se entro Sn le P , P', fp, p' sono monodrome finite e continue insieme alle loro . 
derivate si avrà 


©) (— Y= [Zid di dSn 
S 
= "2 SACCO A | - Êi: AE AEN = cos (v%;,) pt =- ili i t Da Ta: n 
Sy —ı Sn 
L'ip pi i 5 À iti ca (vx; ) dS p P.. È, Ibi -ipar tt Dir: sirr în dS 
Sa PAR OR PIRA : di, AEN F Cos vxi) n—ı ký E ARI A UT PIES j n» 


Nel caso delle $ e ' con un solo indice questo teorema diviene quello 
precedentemente citato. 
Per dimostrarlo osserviamo che 


l (x PRIA aa 
rid ci, Pi, + «i, dSn = fE py IPA pe eiaei (46, 


M S. 


= (— I)” oil >: Sica di, è ‘i, ig dSn. 


Mediante una integrazione per parti si otterrà quindi la formula conte- 
nuta nel teorema precedente. 
TEOREMA 2°. — Siano di,' **i,, di, + *i, tali che soddisfino le condizioni 


z FA .. f, i n dpi S î 
, I r—1 tt ei I tr 433 
(I ) i D, dK; 4 = 0 , Di TS SAN 


I I 


Potremo in tal caso porre ® 


Se entro Sn le Q,Q', p,p sono monodrome finite e continue insieme alle 
loro derivate, si avrà 


(2) pA y f Db i 
Sn 


(2) Vedi il teorema 1° della Nota: Sulle funzioni coniugate, pubblicata nel fasc. prec. 


[In questo vol.: XXIV, pp. 420-432]. 
(3) Teorema 2° della Nota citata. 
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in TUE È Ma. VO TRI RARE TA pi a i e EA E A 
al DI ary ai = 
Y i ù Ki $ aii 


Mi e A cio VAL TAE S LE 
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rtr ) f 
== X; Qi, pad (er ‘dp bi, A A A #41 cos Vri) \ dSn: 4 | 
Y I ? i 
Sn—1 | 
(i PAra MIGREINTIO CI 001 0 
pis O; È dn: Î = (— r) snema a r a dS, 
\ I 
Sn 
r+1 
= | X Q; D, pien ar pat ippa COS (VE) (Ana 
Sy — r 
, E5 É Odi, “is1Îîs41°° “îr4+1 | 
+| Z Qi e 9A, 
I ts 
S 
n 
Ponendo infatti $;,- - i dii i,» questa formula risulta come con- 


seguenza della (2). 


2. Se le. f e p’ sono funzioni monodrome finite e continue insieme alle 
loro derivate, saremo sicuri che le stesse proprietà valgono per le P e le P’ 
quando il campo in cui le f e le p’ sono date sia per esempio un campo T 
ad x dimensioni limitato fra i valori x} e x; delle x;. Supporremo perciò 
nel seguito di questa Nota che ¿l campo S, sia interno ad un tal campo T. 

Supponiamo ora che siano ATARE SATAN soddisfatte TeC e 
e si prendano le % eguali alle '; otterremo 


OMO I Dpi gd = RR | DB, 008 apadi 


ti (sora | 


ne, 


ci 1y di; . LIST 5-41! at Tango COS (va) | dSn . i 


fo. 
Spor 
Da questa formula segue immediatamente il teorema: 
Se le þi + «i, soddisfano le equazioni differenziali simultanee 
pi, ru, RE APART 
Tenta teo , pito, 


i 
i 
i 
| 


esse sono definite nello spazio Sn, quando si conoscono al contorno i valori delle 
quantità 


(5) 3 di, PL 7y COS (v%,) sane SL 


oppure quando si conoscono al contorno i valori delle quantità 


ri 


(6) D e DE F ispir ipa cos (vr) Da Bi S 


www.rcin.org.pl 


LE 


ANA BI e) rr at PEN de RI e n i i Ri an A 
$ Ri y hi iS f dt Lei vi MR - r 
i ` A pe Fai ms w » r 
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Infatti se le p e le £’ soddisfacessero alle condizioni (4) e (5) poste per 
le $, si avrebbe che le p” = p'— p”, oltre a verificare le (4), sarebbero tali 
che 


n 


Dalia sete î; COS (vxi) == Q , 


I 


onde per la (3) risulterebbe 


1112 


[Epi dS,=0 
Š, 


e quindi ;' = p; — p; = 0. Allo stesso risultato si giungerebbe supponendo 
che le p’ e le £” soddisfacessero le (4) e (6). 


3. Proponiamoci la questione: 
Dati nello spazio Sn: î valori delle bi,...;, 
chino le equazioni 


e supponendo che le p verifi- 


a 


fa È dirti istr irdan 
(1) BCT I) Oa ay SE PU O, 


determinare le p in modo che 


V = F Bibie dSn 
Š, 


sia massimo o minimo. 
Dovremo perciò porre 


SV = | Ei piyesi, dd dSn = 0. 
S 


n 


Applicando il metodo dei moltiplicatori, a cagione delle (1), si troverà 


(0) = [iz tS RS 
S 


rti IÒ dii; PIO: gr x 
= y+ E; MI E. (— E | dS 


m dieci, 
= [xh Obi, i,t z M Ne, i din 


S 


n 


onde con una integrazione per parti 


, n ; vii, 
o=fx; TI Datas, (— fr nET dd; oeei p Ant 
S vie) - 
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e, poiché il secondo integrale è nullo, avremo 


n 
Oige ripi «tr it 


di, to =Z, BRE i ; 


quindi pel corollario 1° della Nota citata, 


le ĝi s.i it 
ri r r I EEE 20. 
\ ) >, EA 
Analogamente, dati nello spazio Sn i valori delle ai <-i, _,, e suppo- 
nendo 
aT E RART i 
i I PST =" 
( ) . pa Iži; , 


volendo determinare le pi ---:, in modo che sia 


csi TETA EN dS 
Sn 


massimo o minimo, si trovano le condizioni 
F+1 


LET r ANN EE SE E 
0) > yeti tu lo, 


Si può dimostrare che in ambedue i casi si ottiene per V un minimo assoluto. 
Infatti supponiamo che le soddisfino contemporaneamente le (4), 
mentre le ' soddisfino le 


(7) 
$ Di,...i,_;i, COS (vaa) = O 


oppure le 

hi de PR LIE x 

Z. Gei Perii gp at 
(8) 

ERT 


N — T) Da; SILA EARE a 41 cos (vxi) = 0., 
Applicando le (2) o le (2^), avremo 


(9) (Bi (05,4, + di, dSn 
= | Es pie. dSu + 2/2; di. bi, Se + S PE dS, 
x š, g 


=D + (Lp... dSu 


n n 


il che dimostra la proposizione enunciata. 
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—_ 


4. Passiamo ad interpretare i risultati ottenuti mediante la conside- 
razione delle funzioni di iperspazii e delle funzioni coniugate ©. 

Le (1) esprimono le condizioni di integrabilità, cioè le condizioni affinché 
esistano le funzioni F |[S,—:]| , F'|[S,—:]|; tali che 


dF ’ dF' 
Pie da ka) >» Êi = d (ki Ki) È 


Sia o un iperspazio parallelo alle direzioni Xi, **%,_;> Y. I suoi coseni 
di direzione saranno i 


COS (VX;,) 
PA ir —15 to CE Name cad 
VE o 
r 


mentre tutti gli altri saranno nulli, onde 


$, e. cos (Yxi) ni Vedere 
a 7 ga, '__———————-.*“#———.-eei;”è' 


| $ cos? (Vti) /$ COS? (VX;,) 


Rappresenteremo quindi 4;,...;,_, con 


I 


| 5 cos? (vxi) 4 pie atri. Sfide P 
n 1, d(xi,° Xi, 3%) 


Denotiamo con S;,...;,;j, un iperspazio ad y dimensioni normale alle 


xi . Esso sarà tangente all’iperspazio S„—,. I suoi coseni 
n 


Xi 


direzioni v , %i,,.,°° 


di direzione saranno 
cos (Vr;,) 
) N r 5 ASSO SVI s PEA i 
Val PELLI PEIRE PIIPETLI PIP Goa ( 1) - ’ 


r+ı 
| 2 s COS? (Vtis) 
I 


mentre tutti gli altri saranno mulli; onde 


` r+ı r+i 
dF x 
2 r. eee PAIR 19 Y : . ; -) = b A 
| È, cos Vi, PI > a 1° diri ia COS (Vtr) = Bo 


La formula (2) può quindi scriversi 


t 


GE: dF dF' 
Ea CY Praz 


S 


n 


i: Pri. E roggia EEN T VE cos v; vxi, dSn—1 


(4) Vedi Nota precedentemente citata, 
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dora | 


n 
2 dE’ 
Da Pi dii pe Ye 7 cera e cor gps 
tI de LEI PP È, dx; d (x; EP 7%) 


Sy dF y CANOA 
= fZ; Peg ui dti EE TERY È cos Vi, dSn: 


Sa: 
n f dF 
+ fx; ET DI OX; d (xi hi «Xi, 540) | dS,. 
$ I 


Tenendo conto che le (4) (vedi Nota citata) sono le condizioni affinché 
esista una funzione ® coniugata ad F, il teorema contenuto nel § 2 può enun- 


ciarsi nella maniera seguente: Se F e ® sono coniugate, basterà conoscere al 

dF i dF 

———— oppure delle _—_ 

d(Xi' Zizi v) i ASit iphar 

le due funzioni coniugate siano determinate a meno di costanti addittive. 
Osservando poi che gli iperspazî S;,...;.,, sono tangenti ad S,_;, si 

ha che basterà conoscere al contorno Sn, i valori di F, perché questa sia 

determinata, e la ® sia determinata a meno di una costante addittiva. 


contorno di Sn i valori delle , perché 


5. Le espressioni 
n; ə dF 
È, DXi; d (Xi, . Piit sa Lij) 
hanno, nella teoria che andiamo esponendo, un ufficio analogo a quello del 


parametro differenziale secondo nella ordinaria teoria; come pure 


e ii o o RR nt 
"d(zi%,) d(%i 0%) 


x 


ha l’ufficio del parametro differenziale misto. 
Passiamo a trasformare le equazioni differenziali 


RM VE dF 
(11) >> TE R E x 


in coordinate curvilinee qualunque. Sia 
d= D dx: = DE, di, dt. 


Dimostreremo che Ze equazioni trasformate dipendono soltanto dai coeffi- 
cienti Ers del quadrato dell elemento lineare. 

Per eseguire la trasformazione seguirò il seguente processo che mi sembra 
abbastanza rapido. 
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Se le equazioni (11) sono soddisfatte, ciò significa che esiste una fun- 


zione ® coniugata alla F, onde, posto 


RT) 


Va 


dF Zi dP ta 
d(%i,°**%ir) aria 4 d(Xiy41°**Zin) Jippiin? 
avremo 
Dici, pja LP “a 3 
Poniamo 
dF Ly Biria db ii 
d (En, Eh) Maio 7 d(En,4,0%*Èhn) at Xh,43 
avremo 6) 
hi d(Xi;: Xi) 
O) i = Lidi... we ET 
d(Xi,43* Tin) Alki i Fin) 
| Xa h =; disia a ea -a =Zbi i JE E 3 
\ ti n (E4,4: *° Sn) (Ehr+ r he di Ehn) 
d (tiz: Xi) 
Moltiplicando le ultime equazioni per — Ei e sommando per tutte 
y 
le combinazioni degli indici 4, ,- - -4, si ottiene 
d (ti ti) d (Xir Kip) 
Za d a Xa A = di,...i, d T 9 
(Ea, Eh) rta (Ea, - Ean) 
onde 
I d (Xi š ‘Xi,) 
di;-..i, = Ae ea Mae Pappe Pali PL 
d (Eni hp) 
Sostituendo questi valori nelle (12), abbiamo 
è ne I gi; x. d (xi, Xi,) d (Xi, Ki) 
Oh . h, pt d (xi: n it) rà ATE E z aeg n En) d (Er, 3 Ez) 
d (En, Ehu) 
Ora si ha ; 
E RE 
d (xi ‘Xiy) d (Xi fate fede 
dEn En de Si — di 0 
2A -a Pe eE hy 
Ex j Ern 
d (xi > ij ip) 9 PE, "a D 
d (En, << Can) r S J SA 
Eni i -En 
Adottando per semplicità il simbolo 
hik Eh, ky 
et "0 Fani Lapo ara 
Pilar o pedi à 
È Epaien Ept, 


(5) «Atti Acc. Lincei», vol. V, 1° sem., p. 162. [In questo vol.: XXIII, p. 407]. 
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potremo scrivere 


a COLORI 0 VORO È 
(14) 4,4, = VD E; #4 i vd Xh,4 


rY E, . 
Analogamente si troverebbe 


alb 


| TI. h, I tibi 
(14) X&, 430 kn nn yD Da È o . A Oak 


r+r` 
Ora per le condizioni di integrabilità a cui debbono soddisfare le y 
si ottiene 


n 


; 3 
(11) D. T 


7 PEA ATE OPE M hu dF ) SR 
Za te. «Rx; Rtx: i d (En, -< Eh) op K 


Queste equazioni non sono altro che le trasformate delle equazioni (11). 


6. Nasce ora spontaneamente il pensiero di studiare le espressioni 
differenziali 


; EL ERLE L 
(15) Da D F E RAT PT PRENTE 
n È 3 Se e aa aT i An 
(Di A a | 2D È A T n TE: Ele) ii o 


nelle quali si ritengono le F|{[S,-;]|, F.|[S,-:]| due funzioni arbitrarie di 
primo grado, in relazione alla forma quadratica differenziale 


(17) Ly 3; Si di, dës = ds’, 


senza che si ponga alcuna restrizione per i coefficienti E,;, salvo quella di 
essere E,, = Es. 

Cominciamo dal dimostrare che l’espressione (15) è un invariante dif- 
ferenziale della forma (17). 

Supponiamo infatti che sia 


Z, Ls Bos di, di; => 2: E: dt, dt; . 


Avremo 
PMR S de at) 
dEn En) dEi) dat) 
aero d yo ar d (Em; Em) 
ER E d (Em, -«Em,) d (En, En) 
Onde 
dr ha dF dF° 
Za Xa Pa n d (Én Eh) dlr, e Et) 
dF dF' P A AE FA pio Em) 
= Dl im — ui sai atei SLA E 
i d (Él, -= Err) d (Em, PEA) Za Xa Aai dEn, En) A(Ek FERH TaN 
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n 2 hy T°e 000000008 
Ey fx Proet, po “sal 1) oE | x yD Pa «Rsa Reti 
$ H A 


FN 


IRA I T RURA NER A G TUTEN PT EAT LORO PT TY ia Magri 


ma) 
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Ma, con un calcolo semplice, si ottiene 


dE E) ni al Lar oi 


r++- A n 
Za Z| Aa «En dtt) 


eais 


mettendo un apice al simbolo analogo a quello introdotto prècedentemente 
per denotare che ci si riferisce ai coefficienti E, invece che ai coefficienti E,;. 


Quindi 
Arr ti A aE i de' 
(18) i Da xa | un d (En, En) d (Ere Er) 
bation P AEN i ai 
E Din fori i st d (Er, 3 -EZ ) d (Em, ; -Em,) 


il che dimostra la proprietà invariantiva enunciata. 


7. Poniamo, il che è possibile, 


dii hs41° 5 A, 


d ( me E =, ce, da, 


CANA B T B) 


h 91 È ng W0P pia event 
(19) PORCI FE E E dE TEL ax) 


Con un calcolo facile avremo. 


LOVE aIlz,-..1 ls1 lpr el, 
PSA SERRA, | “ie 
di(E zi- dEr E). =}, T 9EI, 


Ciò premesso dalla (18) si deduce 


(29) fasi = $, a I 


n Ék, 
ii i lhah Aki A a p Pmi mepa e ; 
= J pr Dw Him aeg (1) dim, ASA 


essendo dS„ = YD dé,- - -dën , dS,=\D'dt...dt,. 


Ora, con integrazioni per parti, l'integrale a sinistra può trasformarsi 
in 
de: dF 
lai 
d (Eh, -Éh,) 


= — fz P; Ce A; dt, E ‘Den 
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supponendo le P’ nulle al contorno di S,. Analogamente l’integrale del se- 
condo membro della (20) si trasforma in 


E ; A 3 at LAENE PIA no hn\' dF P ROF 
J>- In. Mc È. ( I) Em, IL yD y < Ms—rmMs+r' -* tal d (Er è ‘È,) | E; 65 
= Zen: [Za Hi Wei 0 ma di; sf di, 
$, 
Ne segue che 
[x A ROR A Orii dEr: i «den Te (E Hm, On,- my AE dEn ; 


Sn PA 


Possiamo sostituire nella precedente equazione alle IT’ i loro valori (19),. 
e poiché le P’ sono funzioni arbitrarie, così avremo 


isep. A aiy VENA, poA E Emo) 
RE TEE PEE "gite mp My’ 


Ora può porsi 


"i E ar RT a 194; hi AF Si dY 
Oa, E Ng Di Ata ta) — Atto) 


quindi per la formula precedente, avremo 


È i ə | i [Mr - mis—1Ms+1°* Myl’ de IRA 
Va medi I) dEi, la yD pa dan ALAARA si d(Er---E,) d(Em Emy) 


La funzione ‘Y'|[S,--,]| gode dunque, rispetto alla forma quadratica 
differenziale (17), delle seguenti proprietà: 
1° Le sue derivate si esprimono mediante le derivate della F ed i coef- 
ficienti della forma differenziale (17); 
2° l’espressione, mediante questi elementi, delle derivate non muta forma 
der un cambiamento qualunque delle variabili. 


8. Chiuderò questa Nota accennando che può risolversi completamente 
il problema della integrazione del sistema di equazioni differenziali (4) quando 
si conoscono al contorno i valori delle a, oppure delle 6, nel caso in cui lo 
spazio S, sia uno spazio sferico. È chiaro che questa questione comprende 
come caso particolare gli ordinari problemi sull’integrazione della equazione 
differenziale A? = o. 
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